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Εισαγωγή

Μαθηματικά: ανακάλυψη ή δημιουργία;

Είναι αποδεκτό ότι με την βοήθεια και την χρήση των μαθηματικών, ο άνθρωπος κατόρθωσε να ερμηνεύσει και να προβλέψει ένα πολύ μεγάλο πλήθος φαινομένων που συντελούνται στην φύση. Επιπλέον, δεν υπάρχει καμία επιστήμη η οποία να μην βασίζεται στα μαθηματικά και τις εφαρμογές του. Δημιουργείται λοιπόν το ερώτημα, πώς ένα ανθρώπινο κατασκεύασμα μπορεί να ερμηνεύει την ίδια την φύση, δηλαδή αυτή που δημιούργησε το ανθρώπινο είδος. Μήπως τελικά η μαθηματική λογική,  σκέψη και φιλοσοφία προϋπήρχαν μαζί με την δημιουργία του σύμπαντος και απλά ο άνθρωπος το ανακάλυψε δίχως στην πραγματικότητα να το εφεύρει; Η απάντηση σε αυτό το ερώτημα είναι πως ανακαλύψαμε κάτι που ήδη υπάρχει στην φύση, αλλά δημιουργήσαμε κανόνες για να το μελετήσουμε και να το εξηγήσουμε. Άρα ανήκει και στις δύο κατηγορίες.
Φυσικοί Αριθμοί

Στα μαθηματικά, οι φυσικοί αριθμοί είναι εκείνοι που χρησιμοποιούνται για τη μέτρηση ("υπάρχουν έξι νομίσματα στο τραπέζι") και για τη σύγκριση ("υπάρχουν περισσότερες καρέκλες από τους πίνακες"). Μια μεταγενέστερη έννοια είναι εκείνη ενός ονομαστικού αριθμού , ο οποίος χρησιμοποιείται μόνο για την ονομασία.
Δεν υπάρχει καθολική συμφωνία για το αν θα συμπεριλαμβάνεται το μηδέν στο σύνολο των φυσικών αριθμών: μερικοί ορίζουν τους φυσικούς αριθμούς να είναι οι θετικοί ακέραιοι 1, 2, 3,... ενώ για άλλους ο όρος προσδιορίζει τους μη-αρνητικούς ακέραιους 0, 1, 2, 3, .... Ο πρώτος ορισμός είναι ο παραδοσιακός, με τον τελευταίο ορισμό να εμφανίζεται για πρώτη φορά τον 19ο αιώνα. Μερικοί συγγραφείς χρησιμοποιούν τον όρο φυσικό αριθμό αποκλείοντας το 0 και ακέραιο αριθμό για να το συμπεριλάβουν. Άλλοι χρησιμοποιούν τον όρο ακέραιο αριθμό κατά τρόπο που να περιλαμβάνει τόσο το μηδέν όσο και τους αρνητικούς ακέραιους, δηλαδή ως ισοδύναμο του ακεραίου όρου. Ιδιότητες των φυσικών αριθμών που σχετίζονται με τη διαιρετότητα, όπως η κατανομή των πρώτων αριθμών, μελετούνται στη θεωρία αριθμών. Προβλήματα σχετικά με την καταμέτρηση και την παραγγελία, όπως η κατάτμηση απαρίθμηση, μελετούνται στη Συνδυαστική.

Οι φυσικοί αριθμοί είχαν τις ρίζες τους στις λέξεις που χρησιμοποιούνται για να μετρήσουν τα πράγματα, ξεκινώντας με τον αριθμό 1.

Η πιο πρωτόγονη μέθοδος που αντιπροσωπεύει ένα φυσικό αριθμό είναι να βάλεις κάτω μια κουκκίδα για κάθε αντικείμενο. Αργότερα, μια σειρά από αντικείμενα που μπορούσαν να ελέγχονται για την ισότητα, το πλεόνασμα ή το έλλειμμα, διαγράφοντας μια τελεία για κάθε αντικείμενο στο σύνολο.

Το πρώτο μεγάλο βήμα προς την αφαίρεση ήταν η χρήση των συστημάτων αρίθμησης για να αντιπροσωπεύσουν τους αριθμούς. Αυτό επέτρεψε να αναπτυχθούν συστήματα για την καταγραφή μεγάλων αριθμών. Οι αρχαίοι Αιγύπτιοι ανέπτυξαν ένα ισχυρό σύστημα αρίθμησης με διάφορα ιερογλυφικά για το 1, 10, αλλά και για όλες τις δυνάμεις του 10 έως και πάνω από 1 εκατομμύριο. Μια πέτρα λιθοτεχνίας από Καρνάκ , που χρονολογείται γύρω στο 1500 π. Χ. και τώρα βρίσκεται στο μουσείο του Λούβρου στο Παρίσι, απεικονίζει το 276 ως 2 εκατοντάδες, 7 δεκάδες, και 6, και ομοίως για τον αριθμό 4.622. Οι Βαβυλώνιοι είχαν ένα αξιόλογο σύστημα αρίθμησης που βασιζόταν κυρίως στους αριθμούς 1 και 10.
Ένα μεταγενέστερο βήμα ήταν η ανάπτυξη της ιδέας ότι το 0 μπορεί να θεωρηθεί ως ένας αριθμός, με το δικό του ψηφίο. Η χρήση του ψηφίου 0 με αξιολογικό συμβολισμό (μέσα σε άλλους αριθμούς) χρονολογείται ήδη από το 700 π. Χ. από τους Βαβυλώνιους, αλλά παραλείπεται ένα τέτοιο ψηφίο όταν θα ήταν το τελευταίο σύμβολο στον αριθμό. Οι πολιτισμοί των Olmec και των Maya χρησιμοποίησαν το 0 ως ξεχωριστό αριθμό ήδη από τον 1ο αιώνα π.Χ. , αλλά η χρήση αυτή δεν είχε εξαπλωθεί πέρα από την Κεντρική Αμερική. Η χρήση του ψηφίου 0 στη σύγχρονη εποχή ξεκίνησε από την Ινδό μαθηματικό Brahmagupta το 628. Ωστόσο, το 0 είχε χρησιμοποιηθεί ως ένας αριθμός στα μεσαιωνικά (για τον υπολογισμό της ημερομηνίας του Πάσχα), αρχίζοντας από τον Dionysius Exiguus το 525, χωρίς να συμβολίζεται από ένα ψηφίο (σύμφωνα με τους Λατινικούς αριθμούς δεν υπήρχε ένα σύμβολο για το 0) αντί του συμβόλου χρησιμοποιήθηκε το nulla ή τοnullae, γενική της nullus, η λατινική λέξη "τίποτα", χρησιμοποιήθηκε για να υποδηλώσει μια τιμή 0. 

Η πρώτη συστηματική μελέτη των αριθμών ως αφαιρέσεις (δηλαδή, ως αφηρημένες οντότητες συνήθως πιστώνεται στους αρχαίους Έλληνες φιλόσοφους στον Πυθαγόρα και στον Αρχιμήδη. Στα στοιχεία του Ευκλείδη συναντούμε τον πρώτο ορισμό των φυσικών αριθμών. Με βάση τον παραπάνω ορισμό ο μικρότερος φυσικός αριθμός είναι το "2", καθώς το "1" είναι η ιδεατή μονάδα, η οποία θα μπορούσε να θεωρηθεί ότι δεν αντιπροσωπεύει αριθμό.

Ανεξάρτητες μελέτες, επίσης, εμφανίστηκαν περίπου την ίδια ώρα στην Ινδία, Κίνα, και στην Κεντρική Αμερική.

Αρκετοί ορισμοί των φυσικών αριθμών αναπτύχθηκαν τον 19ο αιώνα. Με τους ορισμούς αυτούς ήταν βολικό να περιλαμβάνεται το 0 (που αντιστοιχεί στο κενό σύνολο) ως ένα φυσικός αριθμός. Το να συμπεριλαμβάνεται και το 0 είναι πλέον η κοινή σύμβαση μεταξύ των επιστημόνων της βασικής θεωρίας , της λογικής και της πληροφορικής. Πολλοί άλλοι μαθηματικοί περιλαμβάνουν επίσης το 0, αν και ορισμένοι έχουν διατηρήσει την παλαιότερη παράδοση και λαμβάνουν ότι το 1 είναι ο πρώτος φυσικός αριθμός.  Μερικές φορές, το σύνολο των φυσικών αριθμών συμπεριλαμβανομένου και του μηδενός καλείται σύνολο ακεραίων αριθμών ή μετρήσιμων αριθμών. Από την άλλη πλευρά, ο ακέραιος στα λατινικά για το «σύνολο», είναι οι ακέραιοι που συνήθως υφίστανται για τους αρνητικούς και θετικούς ακέραιους αριθμούς (και το 0) μαζί.

Πρώτοι Αριθμοί

Στα μαθηματικά πρώτος αριθμός (ή απλά πρώτος) είναι ένας φυσικός αριθμός μεγαλύτερος της μονάδας με την ιδιότητα οι μόνοι φυσικοί διαιρέτες του να είναι η μονάδα και ο εαυτός του. Ένας φυσικός αριθμός μεγαλύτερος της μονάδας , ο οποίος δεν είναι πρώτος αριθμός ονομάζεται σύνθετος αριθμός. Για παράδειγμα, ο αριθμός 5 είναι πρώτος επειδή μόνο οι αριθμοί 1 και 5 τον διαιρούν εξίσου, ενώ ο 6 είναι σύνθετος επειδή έχει διαιρέτες τους 2 και 3 εκτός των 1 και 6. Το μηδέν και το ένα δεν είναι πρώτοι αριθμοί. Το μηδέν συχνά δεν θεωρείται ούτε φυσικός.

Η ακολουθία των 25 πρώτων αριθμών είναι η εξής:

    2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97, ...
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Το θεμελιώδες θεώρημα της αριθμητικής καθορίζει το βασικό ρόλο των πρώτων αριθμών στη θεωρία αριθμών: κάθε ακέραιος αριθμός μεγαλύτερος του 1 μπορεί να γραφεί ως γινόμενο πρώτων κατά μοναδικό τρόπο. Η μοναδικότητα σε αυτό το θεώρημα προϋποθέτει την εξαίρεση του 1 ως πρώτου αριθμού επειδή ένας πρώτος μπορεί να περιέχει αυθαίρετα πολλές φορές το 1 σε κάθε γινόμενο, για παράδειγμα 3, 1 x 3, 1 x 1 x 3, κ.ο.κ. είναι όλοι παράγοντες του 3.

Μια απλή αλλά αργή μέθοδος για να επαληθευτεί αν ένας δοθείς αριθμός n είναι πρώτος είναι η λεγόμενη δοκιμαστική διαίρεση. Η δοκιμαστική διαίρεση συνίσταται στον έλεγχο αν ο n είναι πολλαπλάσιο κάποιου ακέραιου αριθμού μεταξύ του 2 και του √n. Οι αλγόριθμοι που είναι πολύ πιο αποτελεσματικοί από τη δοκιμαστική διαίρεση έχουν επινοηθεί για να ελέγχουμε αν μεγαλύτεροι αριθμοί είναι πρώτοι. Ιδιαίτερα γρήγορες μέθοδοι είναι διαθέσιμες για αριθμούς ειδικών μορφών, όπως είναι αριθμοί Μερσέν. Ο μεγαλύτερος γνωστός πρώτος αριθμός από το Φεβρουάριο του 2013 έχει 17,425,170 δεκαδικά ψηφία.

Υπάρχουν άπειροι σε πλήθος πρώτοι αριθμοί, όπως απέδειξε ο Ευκλείδης περίπου στο 300 π.Χ. Δεν υπάρχει κανένας γνωστός τύπος ο οποίος να διαχωρίζει όλους τους πρώτους αριθμούς από τους σύνθετους. Ωστόσο, η κατανομή των πρώτων αριθμών, όπως λέμε τη στατιστική συμπεριφορά των πρώτων γενικά, μπορεί να μοντελοποιηθεί. Το πρώτο αποτέλεσμα προς αυτή την κατεύθυνση είναι το θεώρημα πρώτων αριθμών, το οποίο αποδείχτηκε στα τέλη του 19ου αιώνα, το οποίο λέει ότι η πιθανότητα ενός τυχαία επιλεγμένου αριθμού n να είναι πρώτος είναι αντιστρόφως ανάλογη του πλήθους των ψηφίων ή του λογαρίθμου του n.

Οι πρώτοι αριθμοί είναι ένα από τα αντικείμενα της θεωρίας αριθμών και είναι μια πολύ ενεργή ερευνητικά περιοχή των μαθηματικών. Πολλά ερωτήματα γύρω από τους πρώτους αριθμούς παραμένουν ανοιχτά, όπως η εικασία του Ρίμαν, η εικασία του Γκόλντμπαχ, η οποία λέει ότι κάθε άρτιος ακέραιος μεγαλύτερος του 2 μπορεί να γραφεί ως άθροισμα δύο πρώτων και η εικασία των διδύμων πρώτων, η οποία λέει ότι υπάρχουν άπειρα σε πλήθος ζευγάρια πρώτων των οποίων η διαφορά είναι 2. Τέτοιες ερωτήσεις οδήγησαν στην ανάπτυξη διάφορων κλάδων της θεωρίας αριθμών, εστιάζοντας στην αναλυτική ή αλγεβρική πλευρά των αριθμών. Οι πρώτοι χρησιμοποιούνται σε πολλούς τομείς στην τεχνολογία πληροφοριών, όπως στην Κρυπτογράφηση Δημόσιου Κλειδιού, η οποία χρησιμοποιεί ιδιότητες, όπως τη δυσκολία να αναλύεις ένα μεγάλο αριθμό σε γινόμενο πρώτων αριθμών. Οι πρώτοι αριθμοί συμβάλλουν σε διάφορες γενικεύσεις σε άλλους μαθηματικούς τομείς, ιδίως στην άλγεβρα, όπως τα στοιχεία πρώτων και τα ιδανικά πρώτων.

Δίδυμοι πρώτοι αριθμοί

Δίδυμοι πρώτοι ονομάζονται οι πρώτοι αριθμοί που η διαφορά τους είναι 2, π.χ 11 και 13, 17 και 19, 1.000.037 και 1.000.039. Ένα γνωστό άλυτο πρόβλημα της Θεωρίας των αριθμών είναι η εικασία των Διδύμων Πρώτων στην οποία πρέπει να αποδειχτεί πως υπάρχουν άπειροι πρώτοι p τέτοιοι ώστε και ο αριθμός p + 2 να είναι πρώτος. Σημειώνεται ότι 2 είναι η μικρότερη απόσταση μεταξύ δύο πρώτων, καθώς αν ο p είναι πρώτος τότε θα είναι περιττός (με μοναδική εξαίρεση τον αριθμό 2) και άρα ο p+1 θα είναι άρτιος και άρα σύνθετος αριθμός.

Το 1849 ο de Polignac διατύπωσε την πιο γενική εικασία ότι για κάθε φυσικό αριθμό κ, υπάρχουν άπειρα ζευγάρια πρώτων p και p′ τέτοια ώστε p - p′ = 2κ. Η περίπτωση όπου k = 1 είναι η εικασία των Διδύμων Πρώτων.

Πόσοι πρώτοι αριθμοί υπάρχουν;
Αν θελήσουμε να αρχίσουμε να εξετάζουμε τη φύση των πρώτων αριθμών προκειμένου να εντοπίσουμε μια σχέση ανάμεσά τους έναν κανόνα που μας επιτρέπει να προβλέπουμε πότε θα εμφανιστεί ο επόμενος, κατ' αρχήν πρέπει  να έχουμε συλλέξει έναν ικανό αριθμό από αυτούς. Ο παρακάτω κατάλογος, που έχει αποκρύψει μέσω του κόσκινου του Ερατοσθένη, δείχνει τους πρώτους αριθμούς που βρίσκονται μεταξύ των χιλίων πρώτων φυσικών αριθμών.
Μια προκαταρτική εξέταση μας επιτρέπει να διαπιστώσουμε ότι οι πρώτοι είναι εντελώς απρόβλεπτοι .Υπάρχουν, για παράδειγμα, περισσότεροι πρώτοι μεταξύ του 1 και του 100 από ότι μεταξύ του 101 και του 200. Μεταξύ των αριθμών 1 και 1.000 υπάρχουν 168 πρώτοι. Θα μπορούσαμε να σκεφτούμε πως αυξάνει η ποσότητα πρώτων αριθμών όσο προχωράμε ανά χίλιους αριθμούς. Μόνο που κάτι τέτοιο δεν ισχύει. Πλέον υπάρχουν πίνακες τεράστιων διαστάσεων και γνωρίζουμε ότι αν ο πίνακας μας ήταν πολύ μεγαλύτερος, θα βλέπαμε πως αυξάνει η ποσότητα πρώτων αριθμών όσο προχωράμε ανά χίλιους αριθμούς. Και μιλάμε για αριθμούς με περισσότερα από εκατό ψηφία!
Φαίνεται ξεκάθαρο ότι μπορούμε να βρούμε έναν κανόνα, το καλύτερο θα ήταν να διαθέτουμε έναν πίνακα που θα περιλάμβανε όλους τους πρώτους αριθμούς. Όλους; Και αν είναι πάρα πολλοί; Δεν έχει σημασία με τα μέσα που διαθέτουμε σήμερα έχουμε την δυνατότητα να τους εντάξουμε σε κάθε είδος κόσκινου και τεστ που θα μας επιτρέψουν να βρούμε τον κανόνα. Διότι είναι σαφές ότι πρόκειται για πεπερασμένα σύνολα, όσο μεγάλα και αν είναι, μπορεί να ανακαλύψουμε έναν κανόνα, ή τουλάχιστον, να εφεύρουμε κάποιον που να ταιριάζει. Εντούτοις, το πράγμα αλλάζει, και πολύ μάλιστα, όταν πρόκειται για άπειρα σύνολα. Συνεπώς, πρέπει να αποφασίσουμε αν υπάρχουν ή δεν υπάρχουν άπειροι πρώτοι αριθμοί. Αυτό είναι ένα ζήτημα που έθεσε και ο Ευκλείδης. Ο τρόπος επίλυσης του είναι τόσο ευρηματικός και από μαθηματικής απόψεως τόσο απλός που αξίζει να τον μελετήσουμε με κάθε λεπτομέρεια.
Ας ξεκινήσουμε από μια λίστα πρώτων διαδοχικών αριθμών, για παράδειγμα,

2,3,5

Στη συνέχεια, ας εξάγουμε τα γινόμενα τους

2*3*5=90

Και τώρα ας αθροίσουμε μια μονάδα στο αποτέλεσμα

2*3*5+1=30+1=31

Είναι σαφές ότι αν το 31 διαιρεθεί με οποιονδήποτε από τους πρώτους αριθμούς της λίστας 2, 3, 5 πρέπει να δώσει υπόλοιπο 1 :

             31/2=15 με υπόλοιπο 1,5*2+1=31

             31/3=10 με υπόλοιπο 1,3*10+1=31

             31/5=6 με υπόλοιπο 1,5*6+1=31  

Αυτό εξασφαλίζει ότι δεν διαιρείται ακριβώς με κανέναν από αυτούς. Είναι κάτι που συμβαίνει πάντα: αν ξεκινήσουμε με μια λίστα πρώτων διαδοχικών αριθμών, όταν τους πολλαπλασιάζουμε μεταξύ τους και προσθέτουμε μια μονάδα στο αποτέλεσμα, ο αριθμός που προκύπτει δεν διαιρείται με κανέναν από τους αριθμούς της λίστας. Αυτό είναι και ο πυρήνας της Ευκλείδειας απόδειξης. Ο αριθμός 31 είναι ένας πρώτος αριθμός που δεν βρισκόταν στην αρχική λίστα. Ας πάρουμε, για παράδειγμα, την παρακάτω λίστα: 

{2, 3, 5, 7, 11, 13}
Εξάγουμε  το γινόμενο τους και τους προσθέτουμε με μια μονάδα:

2*3*5*7*11*13+1=30,030+1=30,031

Αυτός δεν είναι ένας πρώτος αριθμός, αφού μπορεί να προκύψει ως γινόμενο δυο πρώτων αριθμών: 

30,031=59*509

Ο Ευκλείδης είχε ήδη αποδείξει ότι κάθε φυσικός αριθμός μπορεί να αναλυθεί με μοναδικό τρόπο  ως γινόμενο πρώτων παραγόντων. Αν εκφράσουμε αυτό το αποτέλεσμα στον αριθμό 30,031, που είναι σύνθετος αριθμός, καθίσταται σαφές ότι με τους πρώτους από τη λίστα { 2,3,5,7,11,13} δεν μπορούμε να αναλύσουμε σε παράγοντες, κι αυτό διότι από την εν λόγω λίστα απουσιάζουν οι πρώτοι αριθμοί 59 και 509.
Το συμπέρασμα είναι το ακόλουθο: όσο μεγάλη και αν είναι η αρχική λίστα των πρώτων αριθμών, πολλαπλασιάζοντας τους όλους μεταξύ τους και προσθέτοντας μια μονάδα, το αποτέλεσμα είναι ένας νέος αριθμός που πληροί μια από τις παρακάτω συνθήκες:

i) Είναι ένας πρώτος αριθμός που δεν βρισκόταν στην αρχική λίστα.

ii) Είναι ένας σύνθετος αριθμός , στην ανάλυση του οποίου ως γινόμενο πρώτων αριθμών εμφανίζονται αριθμοί που δεν βρίσκονταν στην αρχική λίστα. 

Έτσι, η λίστα πάντα είναι ελλιπής, εκτός και αν είναι άπειροι.

Δυστυχώς, αυτοί δεν είναι μέθοδος εύρεσης πρώτων αριθμών, μολονότι αποτελεί σημαντικότατη αφετηρία, επειδή προσφέρει μία διάσταση του προβλήματος και μια προοπτική χωρίς την οποία θα ήταν αδύνατο να εξεταστεί οποιαδήποτε στρατηγική. Θα μπορούσαμε  επίσης να σκεφτούμε ότι δεν αξίζει τον κόπο να αποδείξουμε ότι υπάρχουν άπειροι πρώτοι αριθμοί καθώς είναι κάτι που υποθέτουμε ότι ισχύει. Παρά ταύτα, με τούς πρώτους αριθμούς πρέπει να είμαστε πολύ προσεκτικοί, επειδή είναι τόσο “παράξενοι” που θα μπορούσαν από ένα σημείο και μετά να σταματήσουν να εμφανίζονται. Ωστόσο το θεώρημα του Ευκλείδη μας εγγυάται ότι κάτι τέτοιο δεν πρόκειται να συμβεί. 
Πλαίσιο πρώτων αριθμών
Ο προβληματισμός της εύρεσης διαδοχικών πρώτων αριθμών σε αριθμητική πρόοδο ανήκει σ’ ένα ευρύτερο πλαίσιο της θεωρίας αριθμών που αρχίζει με το θεώρημα του Dirichlet το 1837.

Εάν a και b είναι θετικοί ακέραιοι πρώτοι μεταξύ τους, τότε η αριθμητική πρόοδος a, a+b, a+2b, a+3b, …, Ο προβληματισμός της εύρεσης διαδοχικών πρώτων αριθμών σε αριθμητική πρόοδο ανήκει σ’ ένα ευρύτερο πλαίσιο της θεωρίας αριθμών που αρχίζει με το θεώρημα του Dirichlet το 1837. Εάν a και b είναι θετικοί ακέραιοι πρώτοι μεταξύ τους, τότε η αριθμητική πρόοδος a, a+b, a+2b, a+3b, …, εμπεριέχει πρώτους αριθμούς σε άπειρο πλήθος. Η ιδέα της διαδοχικότητας αρχίζει μόνο με το έργο του van der Corput το 1939 και του Chowla το 1944, τα οποία αποδεικνύουν ότι το θεώρημα ισχύει για τρία διαδοχικά στοιχεία. Πρέπει να περιμένουμε το 2004 για να αποδεχθεί από τους Green και Tao ότι υπάρχουν αυθαίρετα μεγάλες αριθμητικές πρόοδοι με πρώτους αριθμούς. Το πρόβλημα είναι ότι αυτό το θεώρημα δεν επαρκεί για την αναζήτηση των διαδοχικών πρώτων αριθμών σε αριθμητική πρόοδο. Και για να γίνει κατανοητή αυτή η θεμελιακή δυσκολία, αρκεί να αντιληφτούμε ότι αυτή η εικασία δεν έχει αποδεχθεί ούτε καν για 3 πρώτους τέτοιου τύπου.
Όσον αφορά στο υπολογιστικό τομέα η δυσκολία δεν είναι μικρότερη, όπως βλέπουμε από τα επόμενα ιστορικά αποτελέσματα. Το πρώτο επίτευγμα γίνεται το 1967 από τους W.J. Blundon, M.F. Jones και M. Lal που βρίσκουν 5 διαδοχικούς πρώτους αριθμούς σε αριθμητική πρόοδο με τον εξής τύπο:

1010 + 24493 + 30k k=0,1,2,3,4

Την ίδια χρονιά οι L. J. Lander και T. R. Parkin βρίσκουν 6 με ένα άλλο τύπο:

121174811 + 30k, k=0,1,…..5

Για να βρεθούν 7, χρειάστηκε μια περίοδος σχεδόν 10 χρόνων μέσω μιας καινοτόμας ιδέας. Η υλοποίηση έγινε από τους H. Dubner και H. Nelson τον Αύγουστο του 1995.
Αυτό το αποτέλεσμα θα μπορούσε να παραμείνει ένα παγκόσμιο ρεκόρ για αρκετά χρόνια αν δεν είχε βρεθεί μια άλλη προσέγγιση από την ομάδα των H. Dubner, T. Forbes, N. Lygeros, M. Mizony, P. Zimmermann η οποία ανακάλυψε διαδοχικά 8, 9 και 10 διαδοχικούς πρώτους αριθμούς σε αριθμητική πρόοδο το Νοέμβριο του 1997, τον Ιανουάριο 1998 και τον Μάρτη το 1998. Από τότε δεν έχει βρεθεί ακόμα τρόπος για την ανακάλυψη των 11. Η εκτίμηση του χρόνου υπολογισμού με την ίδια μέθοδο ξεπερνά τα δισεκατομμύρια έτη και μας αναγκάζει να ψάξουμε για άλλη καινοτομία εμπεριέχει πρώτους αριθμούς σε άπειρο πλήθος.
Βιβλιοθήκη της Αλεξάνδρειας

Με τον όρο Βιβλιοθήκη της Αλεξάνδρειας εννοείται η αρχαία βιβλιοθήκη της πόλης της Αλεξάνδρειας, στην Αίγυπτο, η οποία ιδρύθηκε στην Ελληνιστική εποχή επί διακυβέρνησης Πτολεμαίου Α', του επονομαζόμενου Σωτήρος, με την παρότρυνση του Δημήτριου Φαληρέα, και έγινε το εκδοτικό κέντρο του τότε γνωστού κόσμου, υπερσκελίζοντας ως προς τον πλούτο των χειρογράφων της κάθε άλλη γνωστή βιβλιοθήκη της εποχής της και του παρελθόντος.
Η πρώτη αναφορά που έχουμε για τη βιβλιοθήκη βρίσκεται σε μια επιστολή του Αριστέα (περ.180-145 π.Χ.), ενός Ιουδαίου λόγιου που κατέγραψε το χρονικό της μετάφρασης των Εβδομήκοντα. Η μαζική παραγωγή χειρογράφων, ωστόσο, επετεύχθη από τον εξόριστο Δημήτριο Φαληρέα κατ' εντολήν του Πτολεμαίου Σωτήρα. Ο ίδιος ο Φαληρεύς, πρώην τύραννος των Αθηνών, ανήκε στην πρώτη γενιά της Περιπατητικής Στοάς και ήταν ένας από τους μαθητές του Αριστοτέλη μαζί με τον Θεόφραστο και τον Μέγα Αλέξανδρο. Σύμφωνα με τον Αριστέα ο Δημήτριος ώθησε τον Πτολεμαίο να συγκεντρώσει μια συλλογή βιβλίων για τη βασιλεία και τη διακυβέρνηση έτσι όπως τη διατύπωσε ο Πλάτων και επιπλέον να μαζέψει βιβλία από όλους τους λαούς του κόσμου. Ο Δημήτριος επίσης θεωρείται εμπνευστής του Μουσείου, στην πρωτεύουσα του Πτολεμαίου, ενός ναού αφιερωμένου στις Μούσες, προστάτιδες των τεχνών και των επιστημών.

Οι αρχαιολόγοι δεν έχουν αποκαλύψει ακόμα τα κτίσματα του Μουσείου, αν και η σκαπάνη έφερε στο φως τμήμα της θυγατρικής βιβλιοθήκης, κοντά στον ναό του Σάραπι. Από τις τμηματικές πληροφορίες που υπάρχουν, υποθέτουμε πως βρισκόταν στον Β.Α. τομέα της πόλης (Βρουχίον), κοντά στο ανακτορικό σύμπλεγμα. Σύμφωνα με τον Στράβωνα (17.1.18), περιβαλλόταν από αυλές και στο κέντρο του βρισκόταν η μεγάλη αίθουσα και ένα κυκλικό δώμα με παρατηρητήριο στην οροφή του. Τούτο το κεντρικό δώμα περιέβαλλαν αίθουσες διδασκαλίας. Στην πραγματικότητα ο σχεδιασμός μοιάζει με εκείνον του Σαράπειου, το οποίο άρχισε επί Πτολεμαίου Α' Σωτήρα και ολοκληρώθηκε από τον γιο του Πτολεμαίο Β' το Φιλάδελφο. Υπολογίζεται ότι εργάζονταν εκεί μόνιμα 30-45 άτομα, τα οποία τρέφονταν και χρηματοδοτούνταν από τον βασιλικό οίκο κατ' αρχήν και αργότερα από δημόσιους πόρους.

Οι χώροι στους οποίους στεγάζονταν και ταξινομούνταν οι πάπυροι βρίσκονταν είτε στις εξωτερικές αίθουσες ή στη Μεγάλη Αίθουσα. Οι πάπυροι ταξινομούνταν πάνω σε σχάρες ειδικά κατασκευασμένες για αυτό το σκοπό και οι καλύτεροι από αυτούς ήταν τυλιγμένοι σε λινό ή δερμάτινο κάλυμμα. Η περγαμηνή είναι μια μεταγενέστερη και μάλιστα αναγκαστική ανακάλυψη. Η Αλεξάνδρεια σταμάτησε τις εξαγωγές παπύρου, προκειμένου να σταματήσει την άνοδο της ανταγωνιστικής Βιβλιοθήκης της Περγάμου, την οποία ίδρυσαν οι Σελευκίδες. Το 1848, στον κήπο του αυστριακού προξενείου ανακαλύφθηκε γρανίτινος όγκος, διαμορφωμένος για την υποδοχή παπύρων με την επιγραφή διοσκουρίδου γ΄ τόμοι, γεγονός που μας επιτρέπει να προσδιορίσουμε το σχήμα που είχαν τα ράφια, αν και υπολογίστηκε πως ήταν αδύνατον να χρησιμοποιείται γρανίτης για την υποδοχή των εκατοντάδων χιλιάδων όπως εκτιμάται παπύρων της βιβλιοθήκης. Στη ρωμαϊκή εποχή τα χειρόγραφα απέκτησαν πλέον την μορφή κωδίκων (βιβλίων) και άρχισαν να αποθηκεύονται σε ξύλινα κιβώτια που αποκαλούνταν ερμάρια.

Κατά την εποχή του Δημητρίου οι ελληνικές βιβλιοθήκες ήταν στην πραγματικότητα ιδιωτικές συλλογές χειρογράφων, όπως εκείνη του Αριστοτέλη. Όσον αφορά στην Αίγυπτο, είναι γνωστό ότι στους ναούς υπήρχαν βιβλιοθήκες με θρησκευτικά και κρατικά έγγραφα, όπως σε ορισμένα μουσεία, στην ελληνική επικράτεια. Ήταν η μεγάλη φιλοδοξία του Πτολεμαίου να συσσωρεύσει όλη τη γνώση, που οδήγησε αυτές τις μικρές συλλογές στην επικράτεια μιας αληθινής βιβλιοθήκης. Ο Τζέτζης αναφέρει, αρκετούς αιώνες αργότερα, ότι ο Καλλίμαχος κατέγραψε 400.000 μικτούς παπύρους (πιθανώς αυτοί που περιείχαν πάνω από ένα κεφάλαιο, έργο ή συγγραφέα) και 90.000 αμιγείς. Σε αυτούς βέβαια θα πρέπει να προσθέσουμε και 42.000 παπύρους που βρίσκονταν στο Σαράπειο. Οι μέθοδοι που χρησιμοποίησαν οι διάδοχοι του Πτολεμαίου προκειμένου να πετύχουν το σκοπό τους ήταν σίγουρα μοναδικές. Ο Πτολεμαίος Γ΄ συνέταξε μια επιστολή "προς όλους τους ηγεμόνες του κόσμου", ζητώντας να δανειστεί τα βιβλία τους, (Γαλην. 17.1). Όταν οι Αθηναίοι του έστειλαν τα κείμενα του Ευριπίδη, του Αισχύλου και του Σοφοκλή, εκείνος τα αντέγραψε και επέστρεψε πίσω τα αντίγραφα, κρατώντας τα πρωτότυπα για τη βιβλιοθήκη. Επίσης, όλα τα πλοία που ελλιμενίζονταν στο λιμάνι της Αλεξάνδρειας, ήταν υποχρεωμένα να υποστούν έρευνα όχι για λαθρεμπόριο, αλλά για παπύρους που αντιγράφονταν και παραδίδονταν πίσω στους κατόχους τους, αν το επιθυμούσαν. Αυτές οι ανορθόδοξες μέθοδοι, στην πραγματικότητα αντιπροσωπεύουν τον πρώτο συστηματικό τρόπο συλλογής έργων.
Σημαντικά πρόσωπα

Ερατοσθένης         

Το 200 π. Χ. περίπου ο Έλληνας Ερατοσθένης, γεννημένος στην Λιβύη. Θεωρείται ο πρώτος που υπολόγισε το μέγεθος της Γης. Επινόησε έναν αλγόριθμο για τον υπολογισμό των πρώτων αριθμών που ονομάζεται ‘κόσκινο του Ερατοσθένη’. Εργάστηκε και πέθανε στην Αλεξάνδρεια. Σπούδασε στην Αλεξάνδρεια και σπούδασε για κάποια χρόνια στην Αθήνα. Το 236 π. Χ ορίστηκε από τον Πτολεμαίο τον ' Γ τον Ευεργέτη  βιβλιοθηκάριο της βιβλιοθήκης της Αλεξάνδρειας. Δεν παντρεύτηκε ποτέ. Το 194 π. Χ τυφλώθηκε και ένα χρόνο αργότερα σταμάτησε να τρώει και πέθανε. Γύρω στο 225 π. Χ εφηύρε τον σφαιρικό αστρολάβο, μέχρι την εφεύρεση του πλανητάριου τον 18ο αιώνα. Ο Ερατοσθένης υπολόγισε την περιφέρεια της Γης σε 252.000 πόδια. Ήταν ο πρώτος που υποστήριξε ότι η Γη είναι μια σφαίρα που βρίσκεται στο κέντρο του σύμπαντος, το οποίο περιστρέφεται με συχνότητα 24ων ωρών. Επινόησε επίσης το σύστημα των γεωγραφικών παραλλήλων. Επινόησε  έναν αλγόριθμο για τον υπολογισμό των πρώτων αριθμών που ονομάζεται “κόσκινο του Ερατοσθένη”. Το κόσκινο του Ερατοσθένη, σε τροποποιημένη μορφή, είναι χρήσιμο και σήμερα στην έρευνα της Θεωρίας Αριθμών. Το κόσκινο εμφανίζεται στο βιβλίο του Νικομήδη (280-210 π. Χ.) ‘Εισαγωγή στην Αριθμητική’. 

( Το κόσκινο του Ερατοσθένη

Η παραγωγή πρώτων αριθμών υπήρξε και εξακολουθεί να είναι ένα θέμα πραγματικά ακανθώδες. Μία από τις πρώτες γνωστές μεθόδους που εφαρμόστηκαν γι' αυτόν τον σκοπό αποδίδεται στον Ερατοσθένη τον Κυρηναίο ( 273-194 π. Χ), Έλληνα μαθηματικό, αστρονόμο και γεωγράφο που διετέλεσε και διευθυντής της Αλεξανδρινής Βιβλιοθήκης. Η εν λόγω μέθοδος είναι γνωστή ως «το κόσκινο του Ερατοσθένη». Ας δούμε πως πραγματοποιείται το κόσκινο των εκατό πρώτων φυσικών αριθμών. 

i) Κατασκευάζουμε έναν πίνακα με όλους τούς φυσικούς αριθμούς από το 1 έως το 100. 
ii) Ξεκινάμε απαλείφοντας τους πολλαπλάσιους του 2 : δηλαδή το 4, το 6, το 8, το 10... 
iii) Ύστερα εκείνους που είναι πολλαπλάσιοι του  3 :  6 ( αυτό έχει ήδη απαλειφθεί), 9, 12, 15... 
iv) Θα ακολουθήσουν τα πολλαπλάσια του πέντε και  ύστερα το επτά.
v) Οι αριθμοί  που απέμειναν είναι όλοι τους πρώτοι.
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Παρατηρήστε ότι το κόσκινο τελειώνει όταν φτάνουμε στον αριθμό  10, που είναι η τετραγωνική ρίζα του 100. Γενικά, για να βρούμε όλους τους πρώτους αριθμούς που είναι μικρότεροι από ένα δοθέντα αριθμό Ν, αρκεί να χρησιμοποιήσουμε το κόσκινο για αριθμούς μικρότερους  ή ίσους με ρίζα Ν. Έτσι, έχουμε στη διάθεσή μας μια μέθοδο εύρεσης πρώτων μικρότερων από άλλον δοθέντα   αριθμό. Η εν λόγω μέθοδος εξακολουθεί να εμφανίζεται ως της μέρες μας, 2.000 χρόνια μετά από την εκπόνηση της, προκειμένου να βρίσκουμε μικρούς πρώτους, μικρότερους από τον αριθμό 10.000.000.000. 
Ευκλείδης

Το πιο σημαντικό έργο στην ιστορία των ελληνικών μαθηματικών είναι αναμφίβολα τα «Στοιχεία» του Ευκλείδη. Τα Στοιχεία αποτελούνται από 13 βιβλία και καλύπτουν την Στοιχειώδη Επιπεδομετρία, την Θεωρία Αριθμών, την Θεωρία των Ασύμμετρων και την Στερεομετρία. α. Στο βιβλίο IX των Στοιχείων βρίσκουμε την περίφημη απόδειξη, η οποία, με σύγχρονη ορολογία δηλώνει ότι υπάρχουν άπειροι πρώτοι αριθμοί. Στο ίδιο βιβλίο ο Ευκλείδης φτάνει πολύ κοντά και στην απόδειξη του Θεμελιώδους Θεωρήματος της Αριθμητικής.  Σχεδόν τίποτα δεν είναι γνωστό σχετικά με την ζωή του Ευκλείδη εκτός από αυτά που αναφέρονται στα βιβλία του και ελάχιστες βιογραφικές πληροφορίες που προέρχονται από αναφορές τρίτων. Ήταν ενεργό μέλος της βιβλιοθήκης της Αλεξάνδρειας και πιθανόν να είχε σπουδάσει στην Ακαδημία του Πλάτωνα στην Αθήνα. Έγινε γνωστός στην πόλη της  Παλλάδας για τις μαθηματικές του εργασίες και γι' αυτό προσκλήθηκε από τον Πτολεμαίο Α΄ στην Αλεξάνδρεια. Η διάρκεια της ζωής του, όπως και ο τόπος γέννησής του μας παραμένουν άγνωστα. Κατά τον Μεσαίωνα, πολλοί δυτικοί  συγγράφεις τον ταύτισαν λανθασμένα με έναν κατά ένα αιώνα προγενέστερο Σωκρατικό φιλόσοφο, αποκαλώντας τον Ευκλείδη από τα Μέγαρα. 
Leonard Euler

Ο Λέοναρντ Όιλερ (Leonard Euler, 15 Απριλίου 1707 – 18 Σεπτεμβρίου 1783) ήταν πρωτοπόρος Ελβετός μαθηματικός και φυσικός. Έκανε σημαντικές ανακαλύψεις, σε τομείς όπως ο απειροελάχιστος λογισμός και η θεωρία γραφημάτων. Επίσης καθιέρωσε την μοντέρνα μαθηματική ορολογία και σημειογραφία, κυρίως στον τομέα της μαθηματικής ανάλυσης, όπως την έννοια της μαθηματικής συνάρτησης. Επίσης είναι φημισμένος για τη δουλειά του στη μηχανική, τη ρευστοδυναμική, την οπτική και την αστρονομία. Ο Όιλερ πέρασε μεγάλο μέρος της ενήλικης ζωής του στο St. Petersburg στη Ρωσία και στο Βερολίνο, Πρωσία. Θεωρείται ως ο κατ' εξοχήν μαθηματικός του 18ου αιώνα, και ένας από τους σημαντικότερους μαθηματικούς που έχουν υπάρξει ποτέ. Είναι επιπλέον ένας από τους πιο παραγωγικούς μαθηματικούς όλων των εποχών, τα άπαντά του γεμίζουν 60-80 οκτασέλιδους τόμους. Μία δήλωση που δόθηκε από τον Πιέρ Σιμόν Λαπλάς εκφράζει την επίδραση του Όιλερ στα μαθηματικά : «διαβάστε Όιλερ, διαβάστε Όιλερ, είναι ο κύριος όλων μας». 

Ο Euler εργάστηκε σε όλους σχεδόν τους τομείς των μαθηματικών: γεωμετρία , απειροελάχιστο λογισμό , τριγωνομετρία , άλγεβρα και θεωρία αριθμών , καθώς και στη συνεχή φυσική , σεληνιακή θεωρία και σε άλλους τομείς της φυσικής . Είναι μια δημιουργική φιγούρα στην ιστορία των μαθηματικών: Αν τυπώνονταν, τα έργα του, πολλά από τα οποία είναι θεμελιώδους συμφέροντος, θα καταλάμβαναν μεταξύ 60 και 80 τόμους. Tο όνομα του Euler συνδέεται με έναν μεγάλο αριθμό θεμάτων. 

Ο Euler εισήγαγε και διέδωσε αρκετούς συμβατικούς συμβολισμούς μέσα από τα πολυάριθμα και ευρείας κυκλοφορίας εγχειρίδιά του. Πιο συγκεκριμένα, εισήγαγε την έννοια της συνάρτησης ,και ήταν ο πρώτος που έγραψε το f ( x ), το οποίο χαρακτηρίζει τη λειτουργία f που εφαρμόζεται στο επιχείρημα x. Εισήγαγε επίσης τη σύγχρονη σημειογραφία για τις τριγωνομετρικές λειτουργίες , το γράμμα e για τη βάση του φυσικού λογαρίθμου (γνωστό σήμερα και ως αριθμός του Euler ), το ελληνικό γράμμα Σ για τα αθροίσματα και το γράμμα i να υποδηλώσει την φανταστική μονάδα . Η χρήση του ελληνικού γράμματος π για να υποδηλώσει την αναλογία περιφέρειας ενός κύκλου προς τη διάμετρό του επίσης διαδόθηκε από τον Euler, αν και δεν προέρχεται από αυτόν. 

Διακρίθηκε στα ανώτερα μαθηματικά και κυρίως στο διαφορικό και ολοκληρωτικό λογισμό. Οι σπουδαιότερες εργασίες του αναφέρονται στην ανάλυση των ισοπεριμέτρων, στη συσχέτιση των κυκλικών και των εκθετικών συναρτήσεων, στη θεωρία της περιστροφής σώματος γύρω από σταθερό σημείο, στην αναλυτική γεωμετρία (την οποία συμπλήρωσε και τελειοποίησε), στη θεωρία των αριθμών κ.τ.λ. Ακόμη υπήρξε ο εισηγητής της συντομογραφίας και του συμβολισμού (τριγωνομετρία), κάνοντας πρώτος τη χρήση του συμβόλου e για τον προσδιορισμό της βάσης των φυσικών λογαρίθμων. Πολλοί μαθηματικοί όροι φέρουν το όνομά του, όπως η σταθερά του Όιλερ, ο αριθμός του Όιλερ (το γνωστό e), οι μεταβλητές, η γραμμή και η εξίσωση του Όιλερ κ.ά. 
Από τα έργα του σπουδαιότερα είναι: Η μηχανή ή η επιστήμη της κίνησης (1736), Θεωρία των κινήσεων πλανητών και κομητών (1744), Εισαγωγή στην ανάλυση των απείρως μικρών (1748, 2 τόμοι), Γενικές αρχές του διαφορικού λογισμού (1755), Γενικές αρχές του ολοκληρωτικού λογισμού (1768 - 1774), Εγχειρίδιο άλγεβρας (1770),Θεωρία των κινήσεων της Σελήνης (1772). Τα έργα του σήμερα ξεπερνούν τους 75 τόμους συνολικά.
Δυναμική προσέγγιση των πρώτων αριθμών

Ενώ ο ορισμός των πρώτων αριθμών είναι κατανοητός και μάλιστα με εύκολο τρόπο, η δυσκολία των προβλημάτων που παράγουν είναι απρόσμενη. Η κατανομή των πρώτων αριθμών σχετίζεται με την εικασία του Riemann. Το άθροισμα των πρώτων αριθμών σχετίζεται αντίστροφα με την εικασία του Goldbach. Οι διαδοχικοί πρώτοι αριθμοί αποτελούν την εικασία των δίδυμων πρώτων αριθμών. Οι διαδοχικοί πρώτοι αριθμοί σε αριθμητική πρόοδο προβλέπονται από την ενισχυμένη εικασία του Hardy. Βλέπουμε λοιπόν ότι ο συνδυασμός πρώτων αριθμών οδηγεί γρήγορα σε προβλήματα που δεν ξέρουμε ακόμα να λύνουμε. Έτσι οι πρώτοι αριθμοί έχουν αποκτήσει μια θεμελιακή θέση στη θεωρία αριθμών από τότε που ο Ευκλείδης απόδειξε ότι είναι άπειροι σε πλήθος. Όλο αυτό το πλαίσιο ενίσχυσε δυναμικά τη δράση των ηλεκτρονικών υπολογιστών σε αυτόν τον τομέα. Η αλγοριθμική έρευνα των πρώτων αριθμών οδήγησε στη μελέτη των μεγάλων πρώτων αριθμών. Έτσι βρεθήκαμε στην κατάσταση της έρευνας μεγάλων αριθμών, οι οποίοι είναι υποψήφιοι ως πρώτοι αριθμοί.

Η δυσκολία εμφανίζεται σε αυτό το επίπεδο, διότι εξαντλητικοί μέθοδοι του τύπου του κόσκινου του Ερατοσθένη δεν επαρκούν για να αποδείξουν ότι αυτοί οι υποψήφιοι είναι όντως πρώτοι αριθμοί. Η έρευνα σε αυτόν τον τομέα άλλαξε φάση με το λεγόμενο πιστοποιητικό που αποδεικνύει την ιδιότητα. Εδώ και πάλι δημιουργήθηκαν διάφορες μέθοδοι μεταξύ άλλων και η μέθοδος των ελλειπτικών καμπυλών. Με αυτόν τον τρόπο αποδείξαμε το 1998 ότι ανακαλύψαμε με τους H. Dubner, T. Forbes, M. Mizony, H. Nelson και P. Zimmermann, δέκα διαδοχικούς πρώτους αριθμούς σε αριθμητική πρόοδο, αποτέλεσμα που αποτελεί ακόμα και τώρα παγκόσμιο ρεκόρ. Και το 1999 με τον M.Mizony βρήκαμε ένα παράγοντα 54 ψηφίων που αποτέλεσε τότε το παγκόσμιο ρεκόρ της εποχής για την μέθοδο ελλειπτικών καμπυλών. Στο μεταξύ από το 1988 μέσω του J.-P. Serre μελετούσαμε την συνάρτηση του Ramanujan για ν' ανακαλύψουμε την έκτη λύση μίας ιδιόμορφης ισοδυναμίας, δεν είχαμε όμως την απαραίτητη υπολογιστική ισχύ για να πετύχουμε τον στόχο μας. Μόνο μετά από 22 χρόνια καταφέραμε με τον O. Rozier να σπάσουμε αυτό το ρεκόρ. 
Η δυσκολία όμως των πρώτων αριθμών προέρχεται κι από το μέγεθος. Σε αυτόν τον τομέα υπάρχει κι ειδική ορολογία του Yates. Έτσι ένας πρώτος αριθμός που έχει περισσότερα 1.000 ψηφία ονομάζεται τιτανικός πρώτος αριθμός. Ένα τέτοιο αριθμό ανακαλύψαμε το 2011 με τον O. Rozier ο οποίος είχε 1.822 ψηφία. Ενώ ένας πρώτος αριθμός που έχει περισσότερα από 10.000, ονομάζεται γιγαντιαίος πρώτος αριθμός. Και για περισσότερα από ένα εκατομμύριο ψηφία, έχουμε τους μέγα πρώτους αριθμούς. Από αυτούς τους τελευταίους αριθμούς γνωρίζουμε ελάχιστους κι είναι όλοι πρώτοι αριθμοί του τύπου Mersenne. Η δυσκολία της εύρεσης τους απαιτεί χιλιάδες υπολογιστές που λειτουργούν ως ένα πλέγμα για τον ίδιο σκοπό. Σε αυτό το επίπεδο δεν υπάρχουν μόνο οι δυσκολίες των μαθηματικών και της πληροφορικής αλλά και της διαχείρισης του όλου συστήματος.
Με άλλα λόγια έχουμε τη δυνατότητα να βρούμε μεγάλους υποψήφιους πρώτους αριθμούς, δίχως να έχουμε απαραίτητα, τουλάχιστον προς το παρόν, την απαιτούμενη υπολογιστική ισχύ, για να το αποδείξουμε σε ένα εφικτό χρονικό διάστημα. Για αυτό το λόγο είναι απαραίτητη πλέον η δυναμική προσέγγιση των πρώτων αριθμών, διότι η κλασική προσέγγιση τα όρια της ακόμα και με ειδικές περιπτώσεις διότι η ποσότητα αλλοιώνει την ποιότητα και προκαλεί μια αλλαγή φάσης.

Σε τι χρησιμεύουν οι πρώτοι αριθμοί

Το να βρίσκει κανείς πρώτους αριθμούς, δηλαδή, μεγάλους πρώτους αριθμούς, δεν είναι κάτι απλό, διότι, όπως ήδη έχουμε δει, δεν έχει κατορθώσει κανείς ακόμη να βρει τον τύπο, τον αλγόριθμο που θα μας επιτρέπει να κατασκευάσουμε πρώτους αριθμούς κατά βούληση. Μπροστά σε αυτήν την κατάσταση, κάποιοι μπορεί να αναρωτηθούν: “Για ποιο λόγο θέλουμε να κατασκευάσουμε πρώτους αριθμούς;” Υπάρχουν δύο απαντήσεις. Η πρώτη είναι επειδή παρουσιάζει θεωρητικό ενδιαφέρον. Η προσπάθεια προωθεί τη χρήση ενδιαφερόντων εργαλείων λογισμού, ειδικά πληροφορικού λογισμικού. Επιπλέον, το να διαθέτει κανείς τεράστιες λίστες πρώτων αριθμών χρειάζεται και για την επαλήθευση των θεωρημάτων που ακόμη δεν έχουν αποδειχθεί. Αν κάποιος διατυπώσει μια εικασία σχετικά με τους πρώτους αριθμούς και μπορεί να επαληθεύσει ότι υπάρχει ένας πρώτος αριθμός, ακόμη κι αν αποτελείται από εκατομμύρια ψηφία, που δεν την ικανοποιεί, το ζήτημα έχει λήξει. Έτσι ξεκίνησε μια φρενήρης αναζήτηση πρώτων αριθμών όλων των ομάδων, του Mersenne, διδύμων  κλπ., που σε ορισμένες συνθήκες έλαβε χαρακτήρα που θα μπορούσε να χαρακτηριστεί ανταγωνιστικός, που ανήκει στον κόσμο των ρεκόρ και των μεγάλων επάθλων. Υπάρχει όμως και ένας άλλος, πρακτικός λόγος, που συνδέεται στενά με τα επονομαζόμενα κρυπτογραφικά κλειδιά: το ηλεκτρονικό ταχυδρομείο, οι τραπεζικές συναλλαγές, οι πιστωτικές κάρτες ή οι επικοινωνίες μέσω κινητής τηλεφωνίας προστατεύονται μέσω μυστικών κλειδιών που βασίζονται απευθείας στις ιδιότητες των πρώτων αριθμών.

( Οι πρώτοι αριθμοί στην κρυπτογραφία

Το 1975, οι W. Diffie και M. Hellman, του πανεπιστημίου του Stanford, ανέπτυξαν την ιδέα της ασύμμετρης κρυπτογράφησης ή του “δημόσιου κλειδιού”, ενός συστήματος βασισμένου σε καθορισμένες μαθηματικές συναρτήσεις, τις αποκαλούμενες “μιας μόνο κατεύθυνσης” ή “συναρτήσεις παγίδας”, οι οποίες επιτρέπουν την κωδικοποίηση, αλλά καθιστούν εικονικά αδύνατη την αποκωδικοποίηση αν δεν είναι γνωστό το κλειδί. Η ιδέα είναι κάθε χρήστης να διαθέτει δύο κλειδιά, ένα δημόσιο και ένα ιδιωτικό. Αν θέλω να στείλω ένα μήνυμα σε κάποιον, κρυπτογραφώ το μήνυμα σύμφωνα με το κλειδί του, που είναι δημόσιο, με την έννοια ότι ο οποιοσδήποτε μπορεί να το γνωρίζει, αλλά μόνο αυτός, με το ιδιωτικό κλειδί του, μπορεί να το αποκρυπτογραφήσει. Ένα από τα πλεονεκτήματα αυτής της μεθόδου είναι ότι το ιδιωτικό κλειδί δεν κυκλοφορεί ποτέ στα μέσα επικοινωνίας και, ως εκ τούτου, δεν χρειάζεται διαρκώς ανανέωση. Δεν πρόκειται για απλό ζήτημα, ωστόσο μπορούμε να προσπαθήσουμε να το καταλάβουμε μέσω μιας αναλογίας. Ας φανταστούμε μια αποθήκη χρωμάτων στην οποία διαθέτουμε εκατοντάδες χιλιάδες κουτιά με διάφορα χρώματα. Παίρνουμε δύο οποιαδήποτε κουτιά και δημιουργούμε ένα μίγμα με διάφορες ποσότητες  μπογιάς από κάθε κουτί. Μέχρι εδώ, η διαδικασία είναι απλή. Ωστόσο, αν τώρα δείξουμε το αποτέλεσμα σε κάποιον και του ζητήσουμε να “αποκρυπτογραφήσει” τις ποσότητες από κάθε χρώμα που χρησιμοποιήθηκαν στο τελικό μίγμα θα του θέσουμε ένα δυσεπίλυτο πρόβλημα.
Αυτός είναι ο μηχανισμός των μαθηματικών συναρτήσεων παγίδας ή μιας μόνο κατεύθυνσης, στις οποίες είναι πολύ εύκολο να “πάμε” αλλά πρακτικά αδύνατο να ¨γυρίσουμε”. Ας υποθέσουμε τώρα ότι σε μια αποθήκη, αντί για κουτιά με χρώματα, έχουμε πρώτους αριθμούς. Ας πάρουμε δύο στην τύχη, για παράδειγμα, το 7 και το 13, και ας τους πολλαπλασιάσουμε, διαδικασία ανάλογη με την ανάμειξη των κουτιών με τα χρώματα, με το αποτέλεσμα 7*13=91.
Το ερώτημα που τίθεται είναι το εξής: “Μπορούμε να μάθουμε ποιοι δύο πρώτοι αριθμοί πολλαπλασιαζόμενοι μεταξύ τους δίνουν 91 ως αποτέλεσμα;”. Βασικά, πρέπει να έχουμε μια λίστα πρώτων αριθμών και να συνεχίσουμε να κάνουμε δοκιμές. Το πράγμα φαίνεται απλό, όπως θα ήταν άλλωστε και το να εξακριβώσουμε τα χρώματα που αποτελούν το μίγμα χρωμάτων αν στην αποθήκη δεν υπήρχαν περισσότερα από μια δωδεκάδα βασικά χρώματα. Εντούτοις, κάτι τέτοιο δεν ισχύει, κυρίως στην περίπτωση των πρώτων αριθμών.

Το να επαληθεύσουμε, για παράδειγμα, ότι ο αριθμός 1.409.305.684.859 είναι το αποτέλεσμα πολλαπλασιασμού των δύο πρώτων αριθμών 705.967 και 1.996.227 μπορεί να δοκιμάσει την υπομονή του οποιοδήποτε, προ πάντων αν ληφθεί υπόψη ότι αυτοί οι δύο πρώτοι αριθμοί έχουν εξαχθεί από λίστα στην οποία εμφανίζονται μόνο όλοι όσοι αριθμοί υπάρχουν μεταξύ του 1 και του 2.000.000, που είναι ο επιβλητικός αριθμός 148.933. Παρ' όλα αυτά, όπως επιμένουμε να λέμε, ζούμε στην εποχή της πληροφορικής και αυτό είναι ένα ζήτημα το οποίο, κατ' αρχήν, ένα καλό πρόγραμμα εγκατεστημένο σε έναν δυνατό υπολογιστή μπορεί να το λύσει σε σύντομο χρόνο αλλά έως ένα σημείο, αφού όλα εξαρτώνται από το πόσο μεγάλη είναι η αποθήκη των χρωμάτων, και πρέπει να επιμείνουμε στο ότι η αποθήκη των πρώτων αριθμών είναι όχι απλώς μεγάλη, αλλά άπειρη.
Το ζεύγος των πρώτων αριθμών του προηγούμενου παραδείγματος είχε λίγα ψηφία. Αν ληφθούν πρώτοι με εκατό ψηφία ο καθένας, ο χρόνος αναμονής εκείνου του προγράμματος του υπολογιστή, που στο τέλος – τέλος αναζητά τους αριθμούς “απερίσκεπτα” ή, όπως λέγεται στην ιδιόλεκτο της κρυπτογραφίας, μέσω μιας επίθεσης “ωμής βίας”, μπορεί να ξεπεράσει τον χρόνο ζωής επί της Γης.
Αν ισχύει πως οι πρώτοι αριθμοί έχουν μπει ολοκληρωτικά στην καθημερινή μας ζωή, μέσω της πιστωτικής κάρτας ή του προσωπικού υπολογιστή, τότε πρέπει να υπάρχει απαραίτητα και ζήτηση πρώτων αριθμών, αφού για να κατασκευαστεί ένα μυστικό κλειδί χρειάζονται δύο πρώτοι. Υπάρχει μια “αγορά” πρώτων αριθμών που διαθέτει ευρείας κλίμακας παραγωγή μεγάλων αριθμών, αλλά σε αυτά τα ζητήματα είναι τόσο σημαντική η παραγωγή όσο και ο ποιοτικός έλεγχος. Προκειμένου να αναγνωριστεί ένας πολύ μεγάλος αριθμός ως πρώτος, πρέπει να έχει δοκιμαστεί από κάποιον επίσημα αναγνωρισμένο οργανισμό.
Το σύστημα RSA δημοσιεύτηκε το 1978, αλλά η γενικευμένη του χρήση ως κρυπτογραφικό κλειδί δεν έλαβε χώρα μέχρι τα τέλη της δεκαετίας του 1990, με την καθιέρωση του διαδικτύου. Ο προσδιορισμός μεγάλων πρώτων αριθμών ήταν δύσκολος, αφού απαιτούσε ένα πολύ συγκεκριμένο λογισμικό. Για τον λόγο αυτό τους αγόραζαν από ειδικευμένες εταιρίες ή από πανεπιστημιακά τμήματα τα οποία τους διέθεταν ως αποτέλεσμα των ερευνών τους. Αλλά η εκθετική αύξηση της υπολογιστικής ικανότητας των υπολογιστών μαζί με τη σταθερή εμφάνιση των πλέον εξελιγμένων αλγόριθμων εφαρμογής μετέβαλε την αγορά των πρώτων αριθμών: σε σύντομο χρονικό διάστημα η απόκτησή τους έγινε πιο προσιτή.

( Κατασκευή πρώτων αριθμών

Είναι σύνηθες φαινόμενο κάποιος που δεν έχει μεγάλο μαθηματικό υπόβαθρο, να πανηγυρίζει ότι έχει βρει, σχεδόν πάντα στο διαδίκτυο, ένα σύστημα ή τύπο για να επαληθεύει ποιος είναι ο επόμενος πρώτος αριθμός για έναν φυσικό αριθμό n. Αρκεί να σκεφτούμε ότι μια είδηση αυτού του διαμετρήματος δεν θα αποτελούσε αντικείμενο αναζήτησης αφού, δεδομένων των επιπτώσεών της, αν κάποιος είχε βρει τον μαγικό τύπο και τον είχε γνωστοποιήσει θα κυριαρχούσε στις  πρώτες σελίδες των εφημερίδων και των ενημερωτικών φυλλαδίων όλου του κόσμου.
Υπάρχουν πολλά γεωμετρικά μοντέλα για να βρίσκουμε πρώτους αριθμούς. Μερικές φορές, μπορούν να παραπλανήσουν τους απρόσεκτους, επειδή παρουσιάζονται ως τύποι που επιτρέπουν την εύρεση όλων των πρώτων αριθμών, όταν στην πραγματικότητα δεν είναι τίποτε περισσότερο από παραλλαγές του κόσκινου του Ερατοσθένη ή διαφορετικοί τρόποι δημιουργίας του κόσκινου μέσω γεωμετρικών μεθόδων. Και η αλήθεια είναι ότι υπάρχουν κάποια ευφυή.
Ένα από τα πιο ενδιαφέροντα μοντέλα είναι αυτό που δημιούργησαν οι Ρώσοι μαθηματικοί Yuri Matiyasevich (γεν. 1947) και Boris Stechkin (1920-1995)  κάνοντας μια χρήση παραβολής. Η εν λόγω παραβολή παρουσιάζεται με τους δύο κλάδους της και στον άξονά της γράφεται η ακολουθία των φυσικών αριθμών. Ύστερα υψώνεται μια κάθετος που αντιστοιχεί με το τετράγωνο κάθε αριθμού, δηλαδή, στη θέση όπου βρίσκεται το 4 υψώνεται η κάθετος  που αντιστοιχεί, σε καθέναν από τους δύο κλάδους της καμπύλης, με τον αριθμό 2. Η γεωμετρική σημασία της καθέτου είναι ότι βγήκε το γινόμενο του 2 επί τον εαυτό του. Με τον ίδιο τρόπο, θα είχαμε κι άλλη κάθετο για να συμβολίσουμε το γινόμενο του 3 επί τον εαυτό του και θα την υψώναμε στο σημείο 9 του άξονα, και ούτω καθεξής.
 Όταν πια έχουμε όλους αυτούς τους αριθμούς που παριστάνονται από σημεία στην παραβολή, ενώνουμε κάθε σημείο ενός κλάδου με όλα τα σημεία του άλλου κλάδου. Ήτοι, το σημείο 2 του άνω κλάδου το ενώνουμε με το 2,3,4,5... του κάτω. Κάθε ένα από αυτά τα τιμήματα τέμνει τον άξονα στον αντίστοιχο γινόμενο. Αν ολοκληρωθούν όλες οι δυνατές τομές, τα μοναδικά σημεία της παραβολής από τα οποία δεν διέρχεται κανένα τμήμα είναι ακριβώς πρώτοι αριθμοί. Αυτό είναι ένα παράδειγμα ενός κόσκινου γεωμετρικού τύπου.
Τα κόσκινα αλγεβρικού τύπου είναι πιο κατάλληλα σχεδιασμένα για να βρίσκουν γρήγορους υπολογιστικούς αλγόριθμους. Ένα από αυτά είναι το κόσκινο του Atkin, που επινόησαν ο A.O.L. Atkin και ο Daniel J. Bernstein, το οποίο επιτρέπει την εύρεση όλων των πρώτων αριθμών που είναι μικρότεροι ή ίσοι από δεδομένο φυσικό αριθμό. Από ορισμένες απόψεις, πρόκειται για εξελιγμένη μορφή του κόσκινου του Ερατοσθένη. Όταν λέμε “εξελιγμένη μορφή” αναφερόμαστε μάλλον σε ενημέρωσή του, καθώς το κόσκινο του Atkin, από αριθμητική σκοπιά, παρουσιάζει κάποιες ελλείψεις σε σχέση με εκείνο του Ερατοσθένη, δεδομένου ότι αιτείται μια προηγούμενη προετοιμασία και δεν εξαλείφει τα πολλαπλάσια των πρώτων αριθμών, αλλά μόνο τα πολλαπλάσια των τετραγώνων των πρώτων.
Ήδη γνωρίζουμε ότι το ιδανικό θα ήταν να μπορούσαμε να βρούμε έναν τύπο που να συνδέει σε κάθε φυσικό αριθμό n τον νιοστό πρώτο αριθμό. Έχουμε δει ότι οι μαθηματικοί αναζητούν πάνω από τρεις χιλιάδες χρόνια τον εν λόγω τύπο. Εκείνο που σίγουρα υπάρχει είναι οι συναρτήσεις οι οποίες επιτρέπουν να υπολογίζουμε με πρακτικό τρόπο πρώτους αριθμούς. 
Υπάρχουν επίσης πολυώνυμα που “κατασκευάζουν” πρώτους αριθμούς, όπως αυτό που χρησιμοποίησε ο Euler για να υπολογίσει μια λίστα σαράντα πρώτων αριθμών μέσω της συνάρτησης , η οποία παρέχει πρώτους αριθμούς δίνοντας τιμές στον χ. Για παράδειγμα,

                                   x=0 f(0) = 0+0+41= 41

                                   x=1 f(1) = 1+1+41= 43

                                   x=2 f(2) = 4+2+41= 47.

Ωστόσο, ο τύπος αρχίζει να παρουσιάζει σφάλμα για τιμές του χ μεγαλύτερες του 41. Για παράδειγμα, για τιμή χ= 41, η έκφραση δίνει αποτέλεσμα έναν αριθμό σύνθετο:

                                   x=41 f(41)=1.681 + 41= 1.763.

Ο Euler συνέχισε τις έρευνες γύρω από το εν λόγω πολυώνυμο και οδηγήθηκε στο συμπέρασμα ότι ένα πιο γενικό πολυώνυμο, όπως , θα μπορούσε να δώσει πρώτους αριθμούς για τιμές του χ που περιλαμβάνονται μεταξύ 0 και q-2. Υπάρχουν και πολυώνυμα, όπως αυτό που ανακάλυψε ο Jones, ο Sata, ο Wada και ο Wiens το 1976 που έδωσαν μονάχα πρώτους αριθμούς όταν δίνει κανείς τιμές στις μεταβλητές τους. Πρόκειται για ένα πολυώνυμο εικοσιοκτώ μεταβλητών και κάπως δυσανάλογη περιεκτικότητα. Δεν έχει και μεγάλο πρακτικό ενδιαφέρον: όταν η παραγόμενη είναι θετική, πρόκειται  πάντα για έναν πρώτο αριθμό, αλλά τις περισσότερες φορές, για να μην πούμε σχεδόν όλες, το αποτέλεσμα είναι αρνητικός αριθμός.

Σήμερα, το μεγαλύτερο μέρος των γνωστών πρώτων αριθμών (σε αυτήν την περίπτωση μιλάμε πάντα για μεγάλους πρώτους αριθμούς) είναι οι αποκαλούμενοι πρώτοι του Mersenne. Αυτό οφείλεται στο ότι υπάρχει ένα τεστ ιδιότητας πρώτου αριθμού ή τεστ των Lucas-Lehmer, που λειτουργεί πολύ καλά με αυτό το είδος των αριθμών. Ας θυμηθούμε ότι ένας αριθμός του Mersenne είναι της μορφής . Όταν ο εν λόγω αριθμός είναι πρώτος, τότε μιλάμε για έναν πρώτο του “Mersenne”. Μέχρι της 10 Ιουνίου 2009 ήταν γνωστοί μονάχα σαράντα επτά πρώτοι αριθμοί του Mersenne. Ο μεγαλύτερος από αυτούς έχει σχεδόν δεκατρία εκατομμύρια ψηφία.

Πως γνωρίζουμε αν ένας αριθμός είναι πρώτος

Ο μόνος τρόπος να το μάθουμε με απόλυτη ακρίβεια είναι να τον διαιρέσουμε με όλους τους προηγούμενους αριθμούς. Αν δεν διαιρείται με κανέναν από αυτούς, τότε είναι πρώτος. Γνωρίζουμε, όπως είδαμε σε προηγούμενο κεφάλαιο, ότι μπορούμε να σταματήσουμε στην τετραγωνική ρίζα του εν λόγω αριθμού. Για μικρούς αριθμούς και υπολογισμούς που γίνονται στο χέρι, είναι μια καλή μέθοδος. Για παράδειγμα, θα επαληθεύσουμε αν ο αριθμός 101 είναι πρώτος ή σύνθετος. Για αυτό, το να γνωρίζουμε τα κριτήρια διαιρετότητας μπορεί να μας προφυλάξει από κάποιους απαραίτητους υπολογισμούς. Ήδη γνωρίζουμε ότι το 101 δεν διαιρείται δια του 2, γιατί θα έπρεπε να λήγει σε μηδέν ή σε άρτιο αριθμό. Ούτε και δια του 3 διαιρείται, αφού το άθροισμα των ψηφίων δεν διαιρείται δια του 3 (1+0+1=2). Ωσαύτως δεν διαιρείται δια του 5 γιατί θα έπρεπε να λήγει σε 0 ή 5. Επίσης, μπορούμε να παραλείψουμε το 4, το 6, και το 9, αφού όλα είναι πολλαπλάσια του 2 ή του 3. Αν δοκιμάσουμε με το 7, μας δίνει πηλίκο 14 και υπόλοιπο 3, οπότε ούτε και αυτό διαιρείται με το 7. Ο επόμενος αριθμός που πρέπει να δοκιμάσουμε είναι το 11 (προφανώς, το 101 δεν είναι πολλαπλάσιο του 10). Η διαίρεση δια του 11 δίνει πηλίκο 9 και υπόλοιπο 2. Εδώ πλέον μπορούμε να σταματήσουμε και να δηλώσουμε ότι το 101 είναι ένας πρώτος αριθμός, καθώς η τετραγωνική του ρίζα είναι περίπου 10, πράγμα που μας εξασφαλίζει με βεβαιότητα ότι δεν διαιρείται με κανέναν από τους αριθμούς που υπολείπονται μέχρι το 101.
Αυτή η μέθοδος είναι γνωστή με το όνομα “δοκιμαστική διαίρεση” και είναι η πιο απλή και σίγουρη από όλες. Μόνο που δεν μπορεί να εφαρμοστεί για πολύ μεγάλους αριθμούς, ούτε μέσω μεθόδων της πληροφορικής. Ας σκεφτούμε ότι ένας αριθμός πενήντα ψηφίων θα απαιτούσε τον υπολογισμό τουλάχιστον της τάξης των εικοσιπέντε ψηφίων, που θα ήταν αυτός που θα αντιστοιχούσε λίγο έως πολύ στην τετραγωνική του ρίζα. Σε έναν υπολογιστή με ικανότητα εκτέλεσης ενός δισεκατομμυρίου διαιρέσεων το δευτερόλεπτο, θα χρειαζόμασταν πολύ περισσότερα από τριακόσια εκατομμύρια χρόνια για να ολοκληρώσουμε τον υπολογισμό, και έως τότε το πιθανότερο είναι να έχει εξαφανιστεί το ανθρώπινο γένος. Εντούτοις, πρέπει να επισημάνουμε ότι η μέθοδος μπορεί να λειτουργήσει αν πρόκειται για έναν σύνθετο αριθμό και έναν από τους παράγοντες του που δεν είναι υπερβολικά μεγάλος. Πρέπει να έχουμε υπόψη μας ότι δοθέντος ενός οποιουδήποτε αριθμού n, η πιθανότητα ο αριθμός 2 να είναι παράγοντας αυτού είναι 50%, η πιθανότητα ο αριθμός 3 να είναι παράγοντας 33%, και ούτω καθεξής.

Από την άλλη πλευρά, οι σύγχρονοι υπολογιστές έχουν κερδίσει αρκετά σε ταχύτητα με ικανότητα μνήμης προκειμένου η αναζήτηση ενός πρώτου αριθμού σε μια μακρά λίστα να καταστεί σε κάποιες περιπτώσεις αποτελεσματικότερη από την περίπλοκη διαδικασία επαλήθευσης του κατά ποσόν ενός δεδομένος αριθμός είναι πρώτος.
Οι μέθοδοι

Στις μέρες μας, οι αλγόριθμοι που χρησιμοποιούνται για να καθορίσουμε αν ένας οποιοσδήποτε αριθμός είναι πρώτος είναι δύο ετών: ντετερμινιστικός πολυωνυμικός και πιθανοτικός πολυωνυμικός.

Ο πρώτος εξασφαλίζει με απόλυτο τρόπο ότι πρόκειται για έναν πρώτο αριθμό, αλλά ο χρόνος εκτέλεσης του είναι μεγάλος. Ο δεύτερος είναι συντομότερος, αλλά παρουσιάζει μια κάποια τυχαιότητα στο αποτέλεσμα.
  Η πλέον δημοφιλής μέθοδος είναι η αποκαλούμενη “μέθοδος Miller-Rabin”, μια παραλλαγή του τεστ ιδιότητας πρώτου αριθμού του Fermat, που βασίζεται όμως στην εικασία του Riemman. Είναι πιθανοτικού πολυωνυμικού τύπου, η πιθανότητα όμως να περιέχει σφάλμα βρίσκεται μεταξύ και , γι' αυτό και πρακτικά μπορεί να χρησιμοποιείται με ασφάλεια. 
     Στις 6 Αυγούστου 2002, τρεις ερευνητές του Τεχνολογικού Ινστιτούτου της Κανπούρ (Ινδία), οι M. Agrawal, N. Kayal και  N. Saxena, δημοσίευσανμια ντετερμινιστική μέθοδο σε χρόνο πολυωνυμικής εκτέλεσης, που βασίζεται σε μια γενίκευση του μικρού θεωρήματος του Fermat: «Ο n είναι στο δακτύλιο».

Παρόλα αυτά, η πλέον δημοφιλής μέθοδος εξακολουθεί να είναι η πιθανοτική πολυωνυμική, δοθέντος του σύντομου χρόνου εκτέλεσής της.

Οι περισσότεροι περιηγητές ιστού περιλαμβάνουν έναν αλγόριθμου κωδικοποίησης που είναι σε θέση να εντοπίσει με αυτές τις μεθόδους μεγάλους πρώτους αριθμούς, έως και 2.048 bits, όπως αυτοί που χρησιμοποιούνται, για παράδειγμα, στις δηλώσεις εισοδήματος ή στο Δελτίο Αστυνομικής Ταυτότητας.

Στις μέρες μας, τα τρία συστήματα που χρησιμοποιούνται με κρυπτογραφική ασφάλεια είναι το RSA, ο διακριτός λογάριθμος σε μια πεπερασμένη ομάδα ενός πεπερασμένου σώματος (DSA) και ο διακριτός λογάριθμος σε μια ελλειπτική (ECDSA).

Κανένας ειδικός δεν αμφισβητεί την ασφάλεια που παρέχει οποιοδήποτε από αυτά τα τρία συστήματα. Η διαφορά μεταξύ τους εδράζεται στο μέτρο των κλειδιών που χρησιμοποιούν: η ασφάλεια που παρέχουν τα κλειδιά των 2.048 bits στα δύο πρώτα είναι ισοδύναμη με τη χρήση των κλειδιών των 224 bits στο τρίτο σύστημα, με το οποίο ο χρόνος λογισμού μειώνεται σημαντικά. Ενώ στα δύο πρώτα χρησιμοποιούνται  υποεκθετικούς αλγόριθμους, στο τρίτο εκείνο που μέχρι τώρα γνωρίζουμε να χρησιμοποιούμε είναι εκθετικού τύπου.                                                                                          

Ψευδοπρώτοι 

Ενας αριθμός p που, αν και δεν είναι πρώτος περνάει μια δοκιμασία για μια βάση a λέγεται ότι είναι "ψευδοπρώτος" για την εν λόγω βάση. Ο γενικότερος ορισμός του ψευδοπρώτου είναι ο ακόλουθος: "Ένας αριθμός λέγεται ότι είναι ψευδοπρώτος όταν περνάει την δοκιμασία πρώτου αριθμού και προκύπτει ότι είναι σύνθετος." 

Ο αριθμός που δεν περνάει την δοκιμασία για μια καθορισμένη βάση, γνωρίζουμε ότι είναι σύνθετος. Η βάση ονομάζεται "μάρτυρας". 

Ο αριθμός που περνά την δοκιμασία, αντίθετα, και δεν είναι πρώτος, ονομάζουμε τον αριθμό της βάσης "ψευδή". 

Το ζήτημα περιπλέκεται, όταν υπάρχουν αριθμοί που περνούν τις δοκιμασίες για οποιαδήποτε βάση α και δεν είναι πρώτοι. Για παράδειγμα ο αριθμός 561 ικανοποιεί την δοκιμασία για οποιαδήποτε βάση και δεν είναι σύνθετος αριθμός (561=3x11x17). Αυτούς τους αριθμούς, που ανακαλύφθηκαν από τον Αμερικανό Robert Daniel Carmichael (1879-1967) τους ονομάζουμε "αριθμούς του Carmichael". Μέχρι τώρα γνωρίζουμε μονάχα 2.163 αριθμούς του Carmichael. Που βρίσκονται μεταξύ των πρώτων εικοσιπέντε χιλιάδων εκατομμυρίων Ν (φυσικών) αριθμών. Όλοι έχουν τουλάχιστον 3 πρώτους παράγοντες. 

Υπάρχουν 16 αριθμοί Carmichael μικρότεροι του 100.000 και είναι οι: 

561, 1.105, 1.725,  2.465,  2.821,  6.601,  8.911, 10.585, 15.841, 29.341, 41.041,

46.657, 52633, 62.745, 63.973 και 75.361

Οι αριθμοί του Carmichael επίσης "απόλυτοι ψευδοπρώτοι"

    Το μικρό θεώρημα του Fermat είναι αυτά που χρησιμοποιούνται περισσότερο στα τεστ ιδιότητας πρώτου αριθμού. Ας θυμηθούμε ότι το εν λόγω θεώρημα δηλώνει το εξής: " Αν a και a<p (Όπου a και p πρώτοι μεταξύ τους), έτσι ώστε το a^p-1 - 1 να δίνει υπόλοιπο διάφορο του μηδενός διαιρώντας δια p".
     Το θεώρημα έχει τους περιορισμούς του διότι όπως έχουμε δει ήδη παρέχει μια συνθήκη αναγκαία, αλλά όχι ικανή. Για παράδειγμα, αν πάρουμε p=7 έχουμε ότι 3^6 - 1 διαιρείται δια 7. Αυτό δεν μας εξασφαλίζει οτι ο 7 είναι πρώτος αριθμός (Γνωρίζουμε ότι είναι διότι πρόκειται για έναν μικρό αριθμό που βοηθά στην απλούστευση του παραδείγματος, όμως πρέπει να φανταστούμε οτι έχουμε να κάνουμε με μεγάλους αριθμούς). Αντίθετα αν πάρουμε π=8 από την διαίρεση 3^7 -1 θα πρόκυπτε 273,25 και, ως εκ τούτου , δεν είναι διαιρετός πράγμα που μας εγγυάται ότι ο 8 δεν είναι πρώτος (χωρίς να υπάρχει ανάγκη να αναζητήσουμε κάποιον από τους παράγοντές του).

Και η ιστορία συνεχίζεται...

Είδαμε ότι οι μαθηματικοί όπως ο Mersenne, ο Fermat, σε κάποιες περιπτώσεις μέχρι και ο ίδιος ο Euler, αναζητούσαν πρακτικά αποτελέσματα. Πολλές φορές αυτό γινόταν σε βάρος μιας κάποιας θεωρητικής θεμελίωσης. Αποφεύγονταν οι αποδείξεις, αλλά τα αποτελέσματα εξακολουθούσαν να χρησιμοποιούνται. Ο Gauss εγκαινίασε μια νέα εποχή στα μαθηματικά όπου η αυστηρότητα των αποδείξεων έπρεπε να δεσπόζει έναντι οποιουδήποτε άλλου κριτηρίου. Στην περίπτωση όμως των πρώτων αριθμών φαίνεται ότι επιστρέψαμε στον εμπειρικό δρόμο. Χρησιμοποιούμε θεωρήματα που δεν έχουν αποδειχθεί και δίνουμε ως ορθό ένα αποτέλεσμα επειδή πιστεύοθμε ότι η πιθανότητα διάπραξης σφάλματος είναι πολύ χαμηλή. Συμπεριφερόμαστε όπως ο Fermat, αλλά χωρίς την ανάγκη να κρύψουμε μια υποθετική απόδειξη. Οδηγηθήκαμε σε αυτό το σκηνικό λόγω, αφενός, της τεράστιας ικανότητας των αλγόριθμων των υπολογιστών και, αφετέρου, της σημερινής ανάγκης να διαθέτουμε μεγάλους πρώτους αριθμούς.

Σε καθαρά θεωρητικό επίπεδο μπορούμε να δηλώσουμε ότι οι πρώτοι αριθμοί συνεχίζουν να αντιστέκονται στους μαθηματικούς. Η ιστορία τους είναι, ως ένα βαθμό, η ιστορία μιας αποτυχίας. Το μεγαλύτερο επίτευγμα πρέπει να το αναζητήσουμε στη συνάρτηση ζήτα του Riemman, έχοντας ωστόσο απόλυτη συνείδηση του ότι πρόκειται μονάχα μια μερική επιτυχία. Ο Euler, ο οποίος υπήρξε από τους μεγαλύτερους οραματιστές των μαθηματικών, δεν ήταν ιδιαίτερα αισιόδοξος αναφορικά με τις πιθανότητες επιτυχίας στην κατανόηση αυτών των φευγαλέων αριθμών:

 “Οι μαθηματικοί προσπάθησαν μάταια εδώ και πολύ καιρό να ανακαλύψουν κάποια ακολουθία στη σειρά των πρώτων αριθμών, αλλά έχω λόγους να πιστεύω ότι αυτό είναι ένα μυστήριο στο οποίο ο ανθρώπινος  νους δεν θα μπορέσει ποτέ να διεισδύσει”.
Συντελεστές – Γενικά για την εργασία
Η εργασία αυτή υλοποιήθηκε στα πλαίσια του μαθήματος «Ερευνητική Εργασία» της Α’ τάξης του Γενικού Λυκείου Αιτωλικού. Το τμήμα Α2, υπό την επίβλεψη και καθοδήγηση του κ. Κουφού Κωνσταντίνου, ΠΕ03 Μαθηματικού, ανέλαβε να μελετήσει και να βγάλει συμπεράσματα για τη χρησιμότητα των πρώτων αριθμών στα μαθηματικά και στην καθημερινή τους ζωή. 
Οι μαθητές που εργάστηκαν για την υλοποίηση αυτού του project είναι:

1. ΜΑΥΡΟΜΜΑΤΗΣ ΓΡΗΓΟΡΙΟΣ

2. ΜΕΛΛΙΟΥ ΕΛΕΥΘΕΡΙΑ

3. ΜΠΑΡΟΥΧΟΥ ΑΝΑΣΤΑΣΙΑ

4. ΜΠΑΡΟΥΧΟΥ ΑΝΤΡΙΑΝΝΑ

5. ΜΠΟΤΣΙΒΑΛΗΣ ΓΕΡΑΣΙΜΟΣ

6. ΝΙΚΟΛΟΓΙΑΝΝΗΣ ΜΑΡΙΟΣ

7. ΝΙΚΟΛΟΓΙΑΝΝΗΣ ΟΡΕΣΤΗΣ

8. ΝΤΕΛΗΣ ΣΠΥΡΙΔΩΝ

9. ΞΥΣΤΡΑ ΑΙΚΑΤΕΡΙΝΗ

10. ΠΑΝΟΛΙΑ ΠΑΝΑΓΙΩΤΑ

11. ΡΟΥΜΠΑΣ ΚΩΝΣΤΑΝΤΙΝΟΣ

12. ΣΑΛΛΙΟΥ ΡΟΥΚΙΕ

13. ΣΑΜΑΝΤΑ ΑΓΓΕΛΙΚΗ

14. ΣΕΡΒΟΥ ΑΛΕΞΑΝΔΡΑ

15. ΣΙΑΔΗΜΑΣ ΧΡΗΣΤΟΣ

16. ΣΚΟΥΡΤΑ ΕΛΕΝΗ

17. ΣΤΑΜΟΥΛΗΣ ΧΡΗΣΤΟΣ

18. ΤΡΟΚΑ ΝΤΕΣΗΡΑ

19. ΤΣΑΝΤΙΛΑΣ
ΚΩΝΣΤΑΝΤΙΝΟΣ

20. ΤΣΙΡΟΓΙΑΝΝΗ ΘΕΟΦΑΝΙΑ

21. ΧΡΥΣΟΠΟΥΛΟΣ ΑΝΔΡΕΑΣ
Το τελικό αποτέλεσμα υλοποιήθηκε με τη βοήθεια του καθηγητή πληροφορικής του σχολείου κ. Σαπουντζάκη Πέτρου, ο οποίος είχε αναλάβει και την ηλεκτρονική υποστήριξη της ερευνητικής εργασίας.
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